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Résumé. Etant donné un processus de Markov X; & valeurs dans un espace dénombrable,
nous établissons un principe de grandes déviations pour la famille de processus
(X=(¢¥)) = (X(et)), 0 <t < 1. La vitesse de convergence obtenue est beaucoup plus
lente que dans le cas des diffusions.

Large deviations in small time for a Markov process
with countable state space

Abstract. A large deviation principle for Markov processes on countable state spaces is proved.
The speed is much slower than in the case of diffusions.

1. Introduction et résultats de grandes déviations

Considérons un processus de Markov (X}),., a valeurs dans un espace dénombrable x, avec, pour
simplifier, un générateur L borné : pour tout z € x, A(x) = |L(z,z)| < A. Dans ce travail, nous
établissons un principe de grandes déviations pour la famille de processus (X§)g,c; = (Xet)gcrar-
La fonction de taux est déterminée par la géométrie de x pour le générateur L. La vitesse de
convergence, quant 2 elle, est en log(1/e). Elle est donc beaucoup plus lente que dans le cas des
diffusions, qui ont d’ailleurs motivé notre étude (voir, par exemple, [1]). Ce comportement se détecte
des I'exemple de la probabilité de transition p.(z,y) pour deux points x et y différents (mais reliés),
puisque, pour un certain 6 € N*,

E?l )
log pe(,y) = log (Z —n—!L"(w,y)> ~ log(e®).

n>1l

L’hypothése de générateur borné (qu’il est possible de relaxer en une croissance controlée de A autour
du point de départ) est locale, et ceci s’explique par le fait que le comportement le plus probable pour
le processus est celui du chemin identiquement égal & son point de départ.

Note présentée par Paul MALLIavIN.

0764-4442/97/03251025 © Académie des Sciences/Elsevier, Paris 1025



C. Ané

Un graphe orienté est associé au processus, avec x comme ensemble de sommets, et avec comme
arétes les couples (z, %) tels que L(z,y) > 0. On note alors &(x,y) (resp. d(x,y)) le nombre minimal
d’arétes orientées (resp. non orientées) nécessaires pour aller de = a y. Nous supposerons, sans perte
de généralité, que le graphe non orienté est connexe.

Rappelons que la trajectoire du processus X est une fonction de sauts, ayant des discontinuités aux
instants T,,, n > 1, et prenant les positions successives Y, n > 1. La suite (Y,) est une chaine de
Markov (avec des points cimetieres éventuellement), dont la matrice de transition K est donnée par
K(x,y) = L(z,y)/Mz) si A(z) > 0. Sinon, z est un point cimeti¢re (la chaine s’arréte en ce point).
Les instants de sauts sont déterminés par la propriété : 7,1 — T, suit la loi exponentielle de parametre
A(Y,,) conditionnellement & Fr, , F; étant la filtration naturelle associée au processus (voir [2] et [4]).
Pour fixer les idées, on peut penser au processus de Poisson, ou bien au graphe Z 4 muni du générateur
défini par A = 1 et par la matrice de transition K associée a la marche aléatoire simple sur Z 4

Fixons un point de départ x:y € ¥, et soit C I’espace des trajectoires x cad-lag de [0,1] dans ¥, issues
de zo, 2 valeurs successives zy, ..., x, telles que pour tout ¢, 8(x;_1,x;) = 1. Pour deux chemins z
et 2’ de C, notons t1, ..., ¢, (resp. t|,....t.,) les instants de sauts de z (resp. z'), et x1, ..., T, (resp.
x},..., ) leurs positions successives. On munit C de la distance de Skorohod (voir [3], VI §5) :

sup |t; —¢t;] sinon.

i<n=n'

+o0 sin#n ousi i, x; #xj,
d(z. ') =

Notons pu. la loi de X°©.

THEOREME 1. — La famille (p.),_,, vérifie un principe de grandes déviations de vitesse log{1/e),
et de fonction de taux S, ou S(x) = n si © admet exactement n sauts sur [0, 1]. Ainsi, pour toute
partie mesurable A de C,

log p-(A log p(A i .
inf S < liminf —O—gM < limsup oep (4) < inf S =inf S.
° =0 log(1/¢) cmo  log(l/e) A A

On en déduit facilement le « lemme de Varadhan » qui suit, mais que nous ne démontrerons pas.
Le point clé n’est pas que la fonction de taux est bonne (c¢’est faux en général !), mais le fait qu’elle
soit 2 valeurs dans un espace dénombrable.

COROLLAIRE 2. — Soit F : C — R une fonction continue bornée. Alors la limite suivante existe :

. 1 F(x) o _
lim —(—l/—e)log (/c (1/e) ue(a!m)> = blép(F S).

=0 log

Apres la démonstration succinte du résultat de grandes déviations, quelques exemples d’ensembles
de continuité et de discontinuité sont donnés. Ces ensembles sont souvent définis a partir des distances
usuelles sur 'espace de chemins C, qui sont d’ailleurs plus naturelles que d.

2. Démonstrations

Le théoréme principal s’obtient trés facilement & partir de la proposition suivante qui €tudie le
comportement de probabilités de boules.
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PROPOSITION 1. — Fixons des points xg, ..., T, de X, et notons \; = Alz;).
(i) Fixons des instants 0 < ¢, < t!! < 1 pour 1 < i < n. Soit D le domaine dans R™ des points
(v1,...,v,) vérifiant vy + -+ + vy € 85, /[ et v; > 0 pour tout i < n. Supposons que D est
de volume de Lebesgue V non nul. Alors,

P™{Vi<n, Y, =z; et T; € Jet.,et![} o~ Vg - Ap1PPAVE, Y, = 2} ™.

De plus, P*{¥i < n, T, € |et], et][} ~._0 C" pour une certaine constante C = C(xy,n).
(ii) Fixons un instant t, ., > O supplémentaire. Alors on a encore :

Pr{Vi<n, Y=z, T, €leti, et/ et Thi1 > et;H} ~ Vg - A PPV, Y = o) €™
Démonstration. — (1) Par conditionnements successifs, il vient :

P*{Vi<n, Y, =x; et T, €et],et![ } = K(zo,21) -  K(Tp-1,Zn) Ao An_1 " V(e),

o V(e) = / em=Qovit A av) gy .. du,,. On obtient ainsi, par convergence dominée, la premizre

D
assertion de (i). Ensuite, P*™{Vi < n, Y; = z; et T} € |et,ct/[} est la somme des probabilités
précédentes, prise sur tous les (z1,...,z,). Les équivalents peuvent s’additionner, car d’une part
la série
Z Ao A1 K (@, @1) - K (@01, 20)
L1,..Tr€X

est convergente, et d’autre part V(e) converge uniformément vers V.
(i) Par un calcul tout a fait similaire & celui de (i), on obtient :
Pr{V¥i<n, Y; =z, T; € |et], et][ et Tpyy > etl, 1}
=K(zg,z1) - K(Zp_1,2,) Ao+ An_1 ™ V(e),

17 » .t 3 — 4 — ] e s
on V(e) = /e‘s(’“’“* FAnavn) g An (OVE,  —(id+v)) gy . du,. On conclut encore par

D,
convergence dominée.

Démonstration du théoréme principal. — La majoration s’obtient en écrivant que A C {S > inf 4 S}
et en utilisant la proposition (i) pour voir que

log pe({S > inf4 S}) .
. _infS.
log(1/e) = 47

=]
Pour la minoration, choisissons une boule B = {y; d(z,y) < n} incluse dans A et centrée en
un chemin z de longueur minimale. La proposition (ii) implique que log u-(B)/log(1/¢) tend vers
—S(z) = —inf, S lorsque ¢ tend vers 0, et le résultat recherché en découle. Le théoreme est établi.
A
3. Exemples
3.1. Ensembles de continuité

Ce sont les ensembles mesurables A pour lesquels il y a égalité entre ian S et inf 045'

Afin d’en construire quelques uns, nous allons utiliser les distances usuelles sur C. doo(z,y) =
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1 1/p
suppp 17 1d(z(?),y(¥))}, et dp(z,y) = (/ d(x(t),y(t))pdt) pour 1 < p < oo. Voici, sans
démonstration, quelques exemples d’ensem%les de continuité.
— Les ensembles cylindriques A = {z € C; (x(t1),...,2(t,)) € E'}, définis par des instants
t1,...,t, et une partie £ de x".
— Les complémentaires de boules contenant le chemin zy, de la forme A = {y; d,(z.y) > ¢} ou
A ={y; dy(z,y) > e} lorsque d,(z,z) < =. Is sont de continuité si p = oc, ou si p # o et
€ est assez petit (¢? < 1/2). Dans ce dernier cas, ils vérifient inf4 S = 1.
— Les boules autour de chemins « déviants » pour d,, avec p # oo. Si le chemin x vérifie
d,(zo,z) > €, alors les boules {y; d,(z,y) < e} et {y; dy(x,y) < e} sont de continuité pour
¢ petit, et avec inf4 S = S(z).

3.2. Contre-exemples

Pour la distance d... les boules autour de chemins « déviants » ne sont plus forcément de continuité.
Cette propriété dépend de la structure du graphe. Pour le cube x = {-1, -}-1}N (arétes orientées
dans les deux sens), ces boules sont effectivement de continuité. C’est vrai aussi sur Z. En revanche,
pour le graphe suivant, ce n’est plus vrai. Le chemin z est a d.-distance 3 de g, et la partie
A ={y; deolz,y) < 1} vérifie inf, 5 = 2 et ianS = 3.

@ e

Iy T2 T3 Iy
e &
Y2

N

Dans tous les cas, on a quand méme I'existence de la limite de log p.(A)/log(1/e), lorsque € — 0,
qui vaut — imf[01 S.
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